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ThepurposeoftllisthesisistoextendtheresultinthePisotcasebyP､ARNouxand
SITo(2001),thatis,fOrtheclassofthe4×4hyperbomcu血nodulamonPisotintegermatrix
A,toconstructthegraph-directedselfsinn1arset{Ｘｉｌｉ＝1,2,…,Ｋ｝ofthecontractmg
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Wecansaytllattheresultofthispaperisthefirststepandtheniceprogressincon-
structmgtheMarkovpartitionofthegroupautomorpllismoverthetorusT4withrespectto
the4×４hyperbolicunimodularnon-Pisotintegermatrix・TlledifIicultyisthatthepositive
polygonaltileismappedtothenegativMndpositivepolygonalonesaccordingtothetiling
substitution,thoughthepositivepolygonaltileismappedtoonlypositivepolygonalonesm
thePisotcase・Ｔｂmanagethenegativepolygonaltile,ｔｈｅ,，blockingl'methodisproposedin
tllisthesis・Ｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅ，，blocking，，method,theselfsimilartilingisconstructedsuccessfuny
undersomecomlitionseveninthecaseofthe4×４hyperbolicUnimodularnon-Pisotinteger
matrix．
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離散力学系の分野において，変換のＭⅢkov分割について，以下の事実が知られている．
AdlerとWeissは，２次元トーラスＴ２上のgroupautomorpllismのMamkov分割を構
成してみせた（1967）．Ｓｍａｉは，一般の次元の上で，hyperbolicgroupautomorpllismの
Markov分割が存在することを証明した（1968)．Bowenは，Markov分割のboundaryは，
次元が3以上のとぎには，non-smoothであることを示した（1978)．これらのMarkov分割
の，主に存在証明に対して，ArnouxとItoは，unimodularPisot非負整数行列の場合につい
て，その行列からつくられる高次元トーラスＴｄ上のgroupautomorpllismのMarkov分割
の存在を構成的に示した（2001)．Markov分割を構成する過程は，まず初めに「α次元丘ee
monoid上のunimodularPisotsubstitutionを用い，縮小Ａ-不変な平面Ｐ上に，setequationA-l昨U尖』(u夢)+X))を満たす｡正の…u肥をもつgmpMirecteMLsimiI肛な集合{Ｘｉｌｊ＝1,2,…,｡}を構成することができる（setequationの右辺はmeasureOを除いて
diSjointである)｣ことを示したここで,行列AはunimodUlⅢPisotSubStitutionの行列,u牙）は，Ｐ上のベクトルである．そして次に,｢coincidence条件の下，集合{Ｘｔｌｊ＝1,2,…,α｝
は平面Ｐのprotosetであり，各prototileXtによる平面ＰのtilingはselfLsimmarである」
ことを示し，これを用いて，Markov分割の構成へと向かった．
本論文の目的は，ArnouxとＩｔｏが取り扱ったuimodularPisot非負整数行列のクラス
を広げ,「４×４hyperbolicunnnodularnon戸PisOt整数行列」のクラスにおいて，ある条件
の下,縮小A不変な平面P上に,船teqMtionA-1昨U基,(u厚)+x))を満たす,正のmeasureをもつgrapMirectedselfLsimilarな集合{Ｘｔｌｉ＝1,2,…,Ｋ}を構成することが
できる（setequationの右辺はmeasureOを除いてdiSjointである)」ことを示し，平面Ｐ
上に集合{Ｘｉｌｉ＝1,2,…,Ｋ｝をprototileとするselfLsimilartilingを構成できることに
ついて報告することにある.この結果は，４×４hyperbolicuimodularnon戸Pisot整数行列
Ａから定まるトーラスＴ４上のgroUpautomorphismのMarkov分割を，具体的に構成して
みせるための第一歩を踏み出せたという点で，大きな前進を得たこととなる．
本論文は，全４章により構成されている．
第１章では，tilingについての基礎的事項（tinng,selfsim1artiling,qUasi-periodictiling
など），および離散力学系の立場から，本論文の結果の歴史的位置付けについて説明する
第２章では，本論文の背景となるAronouxとItoの結果について，丁寧に解説した．こ
のことにより，本論文で主張している「４×411yperbomcuimodulamonPisot整数行列の
あるクラスでselfLsimilartimngを構成可能である」ことの背景・手法・意義を明確にするこ
とがねらいである．
そして，第３章で,「４×４hyperbomcummodulⅢnonPisot整数行列」からselfLsimilar
tihgを構成する方法について，詳しく述べる．具体的には，４×４hyperbomcummodular
non-Pisot整数行列Ａ，つまり，ｋＩｅＭ|＝１，｜入,|,|入21＞１＞|入31,|入41を満たす行列（ここ
で，入`,ｊ＝1,2,3,4はＡの固有値とする）について，行列Ａから定まる縮小Ａ-不変な空間P上|…｡qU乱ioM-l昨U尖,(u厚)+Xj)(‘…帥ionの右辺は…ureOを除いてdiSjointである）を満たす，正のmeasureをもつgrapLdirectedselfLsimilmFな集合を構
成し，これらの集合をprototileとする，selfLsimilartilingを構成する．
selfsimilartilingを構成するにあたり，(1)Pisotの場合に利用できた,平面Ｐの｢stepped
-508-
smface｣に相当する適切な平行四辺形によるtilingが見出せないこと，(2)tilingsubstitution
を導入したいが,一般にprototileのオリエンテーションを保持したままのtmingsubstitution
とならないこと，すなわち,｢正」の向きのtileから「負」向きのtileが生成されてしまうこ
と，という２点に対し，どう取り組むかが問題であった．この問題を解決するため,｢blockmg」
という手法を提案．これによって，hyperbomcummodularnonPisot整数行列の広いクラス
において，selfsmmartilingを構成できることを示したことが，本論文の特色であり，この
主定理の証明と解説に第３章をあてた．
第４章では，主定理を満たす例の中から，特徴的と思われる３種類の例について，図を用
いて解説した．各例はそれぞれ以下の特徴をもつ：(1)「blocking」という手法を利用する必
要がない，つまり，「負」の向きのtileが現れない例，（２）「blocking」に必要な「block」の
種類の数が，６（平行四辺形の種類の数）でないもの，(3)行列Ａの固有多項式が既約でな
いもの。これらの例を通して,「blocking」がいかに有効に機能しているかを示した．
selfsimilartning
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学位論文審査結果の要旨
平成１８年２月２日に第１回学位論文審査会を開催、２月８曰に口頭発表､その後に第２回学位論文審査
会を開催し、慎重審議の結果、以下の通り判定した。平面上の準周期タイリングの構造を解き明かす研究
は、近年離散力学系、デイオファンタス近似論、フラクタル解析等の分野の研究と相まって、盛んに研究さ
れている。その中で、ｄ×ｄ整数行列でハイパボリックな行列Ａから定まる線形写像から自己相似な準周
期タイリングを如何に自然に導出することができる力､、はこの分野での基幹的な話題の一つである。近年、
Arnoux-伊藤は、ＡがPisot条件を満たすユニモジュラーな行列の場合、（ｄ‐１）次元Ａ‐不変縮小空間上
に自己相似な準周期タイリングが構成可能であることを示した。また、この事実を用いて、ｄ次元トーラス
上のＡから定まる群自己同形写像のマルコフ分割の具体的構成に成功した。本学位論文はこの研究の流れに
沿うものである。実際、行列ＡがPisot条件を満たさない、ユニモジュラーな４×４行列に対して、Ａ－ｉ－
不変縮小平面上に準周期タイリングが構成可能であるための十分条件を与えることに成功した。そこでは、
裏面をも含む平行四辺形をプロタイルとする平面カバリング（タイリングではない）を考え、裏面タイルを
消すために平行四辺形のブロッキングというアイディアを導入することによって、従来の手法に帰着すると
いう道が提案されたｄこの結果はいわゆるnon-Pisotの世界での端緒的結果で、またアイディアの斬新さや
non-Pisotに新しい地平が開かれたことから、本論文は博士（理学）に十分に値するものと判断した。
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